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Introducao

Sao varios 0s recursos matematicos disponiveis para o hidrologista no seu trabalho
diario e no desenvolvimento da pesquisa hidroldgica, contudo, a utilizacdo de graficos de
dispersdo de dados hidrologicos ocupa uma posicao de importancia dentre as inumeras
ferramentas disponiveis. Equacionar esta relacido cartesiana entre dados hidrologicos
e/ou dados fisicos e/ou geomorfoldgicos, que os graficos de dispersao destas variaveis
fornecem é de suma importancia para o hidrologista compreender o fenOmeno presente
e, se possivel, estimar o mesmo fendOmeno para areas sem dados coletados em campo
ou, até mesmo, prever fendOmenos futuros.

Objetivo
O presente trabalho objetivou estudar e discutir, para a hidrologia, a conceituacao de
regressao matematica, logaritmizacao (linearizacdo) de modelos de regressao com uma

ou duas variaveis explicativas, as possiveis diferencas entre modelos logaritmizados e
“naturais”, a aplicacao e avaliacao de modelos.

Conceituacoes, Equacoes, Linearizacao,
Aplicacao e Avaliacao

Grafico de dispersao entre os valores explicados e os explicativos

O processo basico consiste, primeiramente, na construcdo de um grafico de dispersao
entre fendbmenos geomorfologicos e/ou hidrologicos explicativos (area de drenagem e
precipitacao, por exemplo) com outros fendmenos hidrologicos que se deseja explicar
(vazao, por exemplo). No eixo X (das abcissas, eixo horizontal) deve ser plotada a
variavel independente hidrologica (area de drenagem, por exemplo) associada a variavel
hidrologica que, ao modificar, assume valores que nao dependem dos valores da outra
grandeza hidrologica (vazéao, por exemplo). No eixo Y (das ordenadas, eixo vertical) deve
ser registrada a variavel dependente (vazao, por exemplo) associada a grandeza
hidrologica que, para variar, depende de como varia a outra grandeza hidrolégica (area
de drenagem, por exemplo).

Regressao matematica simples e multipla

Em hidrologia, os modelos matematicos que utilizam a regressao relacionam o
desempenho de uma variavel dependente (como por exemplo, a vazao) com outra
variavel, que deve ser independente (como por exemplo, a area de drenagem).
Exemplificando matematicamente, quando a funcao f que relaciona duas variaveis e do
tipo:

fXi))=Y=a+bXi+ei

fXi)=Y=a+blXi+b2X2i+ -+ bNXNi+ ei

a=Y —bX
NYXY-YXYvY
N Y X2=(% X)*
em que, f (Xi) =Y € o valor estimado para um especifico valor Xi; b € a inclinacao da reta
(coeficiente angular), ou seja, o acréscimo ou decréscimo do valor de Yi em relacao a Xi;
a localiza o ponto de Iintersecao da reta em relacao ao sistema de coordenada
retangulares, ou seja, € ponto no qual uma linha ira interceptar o eixo Y usando valores
de X e Y existentes na regressao; representa uma perturbacao aleatoria na funcéo, ou
seja, nem todos 0s pontos tocam a reta, e essa diferenca € o erro de aproximacéo; e N &
o tamanho da amostra; Y é a média dos valores explicados; X € a média dos valores
explicativos.

Observa-se na primeira equacao acima um modelo de regressao linear simples. Sabe-
se que a variavel X (vazéo) e a variavel independente da equacao, enquanto Y (area de
drenagem) e a variavel dependente (ou seja, Y = f (X)), das variacbes que ocorrem em X.
Observa-se na segunda equacao acima um modelo de regressao linear multipla.

Construcao da equacao de regressao pelo méetodo dos minimos quadrados

O método dos minimos quadrados € o mais utilizado para a construcao de equacoes
(retas, curvas) de regresséo. Este método definira uma reta qgue minimizara a soma das
distancias ao quadrado entre os pontos plotados explicativos (X), como por exemplo,
area de drenagem, e explicados (Y), como por exemplo, vazao, e a reta, ou seja, 0S
valores obtidos pela equacao de regressao (X', Y"). Pelo método dos minimos quadrados
calculam-se os parametros “a“ e “b” da reta que minimiza estas distancias ou as
diferencas (denominado tambéem de desvios ou erros) entre Y e Y. O meéetodo consiste
Nos seguintes passos:

Calcular a diferenca entre o valor observado em campo (explicados, Y), como por
exemplo, vazao, e o mesmo valor estimado Y’ pela equacao de regressao:

Erro = E = (Y =Y

O objetivo do modelo de regresséao € fornecer uma reta (curva) com r o somatorio dos
erros menor possivel:

E1* + E2% + E3°+...+ En®* = Minimo

A hipotese de trabalho € a seqguinte:

Erro Total = X(Y —Y")?

Equacao de regressao (da reta) gue minimiza o erro (ou 0s desvios):

Y=a+bX

Em seqguida substitui a equacao de regressao na equacao de hipotese de trabalho:

>(Y —a—b X)?

Objetivando-se que a soma dos quadrados dos desvios (erros dos valores explicados
coletados em campo e os estimados pela equacao de regressao) tenha um valor minimo
possivel, devem-se aplicar os conceitos de calculo diferencial com derivadas parciais.
Como as incognitas do problema s&o os coeficientes “a“ e “b” estrutura-se um sistema de
duas equacoes. Portanto, aplicando os conceitos descritos acima, arma-se o sistema de
equacoes normais que consentira determinar os valores dos coeficientes “a“ e “b”, sendo
N o tamanho da amostra:
de
—= —2X( — a — bX)

da
—2XY+2Ya +2XbX

YY=2YXa+XbX

YY =Na +bXX
XY+bXX

N
XXY =aXX + bIX?

b — NYXY—-YX)Y
NI X2— (X))

Os valores a e b acima correspondem aos parametros da equacao de regressao que
minimiza as diferencas entre os valores de Y (levantados) e os de Y’ (estimados pela
regressao). Portanto, o problema de “fitting” (ajustar) uma reta que melhor se adeque a
nuvem de dados se reduz em calcular os parametros a e b da equacao de regressao.

Transformacoes de equacOes naturais em equacoOes linearizadas

Por heuristica entende-se que a relacao entre duas grandezas hidrologicas quase
sempre nao € linear, e € essencial descobrir de que tipo € e guais sao 0s parametros
gue a caracterizam. Numa relacao linear € muito simples o processo de se definir os
parametros envolvidos da equacéao, logo, quando se observa pelo grafico de dispersao
gue os valores envolvidos nao formam uma reta, pode-se lineariza-lo utilizando uma
mudanca de variaveis, transformando em equacfes de retas mesmo regressoes que
formam curvas visivelmente complexas. Este metodo, de transformar uma equacao de
regressao gue gera uma curva em uma eguacao que gera uma reta, denomina-se
linearizacao ou logaritimizacao.

Sugere-se um conhecimento mediano com as representacoes graficas das principais
funcbes matematicas utilizadas em regressao, ja que se deve ter uma base teorica
sobre que tipo de funcao matematica de regressao poderia gerar uma curva parecida a
Indicada pela sequéncia de pontos formados por variaveis explicativas e explicadas no
grafico de disperséao.

O Quadro 1 mostra um resumo com o0s diferentes tipos de equacoes mais utilizadas
em estudos hidrologicos e suas respectivas transformacoes lineares por logaritmos.

a =

Quadro 1. Resumo dos tipos de equacoes e suas respectivas transformacoes lineares.
Linearizacao Variaveis Observadas

Ipode Equacao B logaritmizacao) X Y
Linear Y =a+bX Y =a+bX X Y
Exponencial Y =aebX InY’ =Ina+ bX X In'Y
Logaritmica Y=a+blnX Y=a+blnX In X Y
Potencial Y =aXP InY' =lna+blinX In X In'Y

Avaliacao da utilidade das equacoOes de regressao

A equacao de regressao que se obtém, seja ela linearizada ou nao linearizada,
utiizando o método dos minimos quadrados é apenas uma aproximacédo dos valores
reais. A reta produzida € um modo util para indicar a tendéncia dos dados explicados por
meio dos dados explicativos. Contudo deve-se avaliar a equacao produzida de modo a
se ter um ou mais parametros qualitativos da curva de regressao para se aprovar ou
nao, ou, até mesmo, escolher a que representa melhor os dados explicados por meio de
comparacao com outros tipos de regressao, conjuntos de dados, etc.

Existem critérios qualitativos que podem recomendar o quanto util ou aproximado dos
dados reais coletados em campo é a curva produzida pela regressdo executada.
Destacam-se 0s seguintes critérios:

* a. Desvio (erro) dos valores estimados (Se). O desvio padrao (Se) dos valores
estimados, ou erro padrao, mede o desvio medio entre os valores reais de Y e 0s
valores estimados Y. Este dado qualitativo informa de modo aproximado a extensao do
desvio (erro) entre os valores obtidos das estimativas explicadas e os valores de Y
captados em campo. O desvio (erro) € medido na unidade da ordenada Y. O objetivo é
perseguir o menor valor possivel de Se.

* b. Coeficiente de determinacao (r?): O coeficiente de determinacdo indica o quanto a
curva de regressao explica o ajuste da curva. Apos a estimativa dos coeficientes da reta
de regressao, é necessario verificar se os dados amostrais sdo descritos pelo modelo
das equacles, além disso, determinar a parcela da variabilidade amostral que foi, de
fato, explicada pela reta de regressao.

« c. Coeficiente de correlacao (r): O coeficiente de determinacdo é sempre positivo,
variando de 0 a 1, enquanto que o coeficiente de correlacao (r) pode admitir valores
negativos e positivos, variando de -1 a 1, ou seja, -1 =2 r < +1. Valores de r igual ou
proximos de 1 ou -1 indica que determina uma intensa relacao entre as variaveis: no
primeiro caso a relacao é direta, enquanto que no segundo a relacao é inversa. Valores
iguais ou proximos de zero, significa que existe nenhuma ou pouca relacao entre as
variaveis explicativas e explicadas.

Consideracoes Finals

No ajuste do modelo da equacao de regressao, se obtem uma melhor performance da
explicacao do conjunto de dados hidroldgicos recolhidos. A equacao de regressao que
se obtém, seja ela linearizada ou nao linearizada, utilizando o méetodo dos minimos
guadrados € apenas uma aproximacao dos valores reais. Deve-se avaliar a equacao
produzida com um ou mais parametros gqualitativos da curva de regressao para se
aprovar ou nao, ou, escolher a que representa melhor os dados explicados por meio de
comparacao com outros tipos de regressao, conjuntos de dados, etc.
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